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KO GOD MISLIO DA ZNA...

e ...Cesto se vara!

Brojni paradoksi
» Paskalova opklada
« Hempelov paradoks (“bele vrane™)
» Sankt-Peterburski paradoks
* Argument Sudnjeg dana (Doomsday Argument)

Dve velike Skole:

* FrekventistiCka interpretacija verovatnoce

* Bajesovska (“subjektivisticka”) interpretacija verovatnoce

e Stvar ima ogromne prakti¢ne posledice!




ST. PETERSBURSKI PARADOKS

Bernoulli, N. 1713, vs. Bernoulli, D. 1738 ==

« ,Ulazak" kosta X evra, dobitaj pocCinje sa 1e, a udvostrucava se svaki put kad
padne glava; kad prvi put padne pismo, igra se zavrSava

 Ako se baca k puta, igra¢ dobija 2¢1 evra

» Teorija ocekivane korisnosti, odbacivanje ocekivanja, tezine verovatnoca...

* Motivacija za veliki rad u ekonomiji, psihologiji, primenenjenoj matematici
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FREKVENTISTI'VS. BAYE

e Verovatnoca (A) = objektivna
relativna frekvencija deSavanja
A.

o Parametri su fiksiran
nepoznate konsta
ne Mozemo pis

(A) = stepen
renja da ¢e se dogoditi
u svetlu svih

neodr osti).

ati P(bilo

P(e_ O'5|D_ tori treba da budu
* Estime a budu adovoljavajudi za skup
adajuci kada s odataka na raspolaganjul!
rednje’preko mnogih

Neizvesne (engl. uncertain)

Saja.
promenljive

Slucajne promenljive



PROBLEMI FREKVENTISTICKE
INTERPRETACIJE

®m Verovatnoca pojedinacnih sluc¢ajeva: smemo li da kazemo
npr.
m Sutra ¢e verovatno padati kiSa.
m Radikali ¢e najverovatnije pobediti na sledecim izborima.
m Pera ¢e verovatno doktorirati do kraja godine.
m Verovatnoca otkri¢a kvazaranaz > 6 je jako mala.

m Definicija verovatnoce

= Definicija limesa zahteva beskonac¢an niz, sto ne postoji u
fizickom svetu.

= Kad je nesto “dovoljno” slucajno?




,The dominant school in statistics since the beginning of last century is
based on , In contrast to that of the
founding fathers (Poisson, Bernoulli, Bayes, Laplace, Gauss, etc.). In this
approach (frequentism) there is no room for the concept of probability of
causes, probability of hypotheses, probability of the values of physical
quantities, and so on.

But people think naturally
In terms of probability of causes, and the mismatch between natural thinking
and standard education in statistics leads to the troubles discussed above.”

G. D'Agostini (2004)




PRAVILO ZAUSTAVLJANJA?

Sta nas iznenaduje — ?

Zakljucci koji se ucine 1z podataka treba da zavise , ne
od razloga zasto je bas ta koliCina podataka sakupljena.

Ako pogledate podatke da biste odlucili kada da prestanete sa eksperimentom, to ne
sme da promeni bilo koji zakljucak koji ¢ete izvuci!

Klasi¢ni pristup analizi podataka cesto je u sukobu sa pravilom zaustavljanja.




BAYES-OVSKI PRISTUP

Postoji mnogo objasnjenja bilo kog fenomena.
FormuliSem svako objasnjenje u formi hipoteze.

Imam odredeni razlog da dodelim a priori verovatnoc¢u svakoj od
mogucih hipoteza (“prior probability™)

Nakon Sto se upoznam sa evidencijom, mogu da izraCunam a
posteriori raspodelu koris¢enjem Bajesove formule.

Tada mogu identifikovati objasnjenje sa hipotezom najvece
aposteriorne verovatnoce.

Ovo je bajesovsko zakljucivanje (the Bayesian inference).




“NE MOZ’ BIT' PROSTIJI” PRIMER

Test na AIDS savrSeno ta¢no daje pozitivan nalaz ako je osoba
Inficirana, P(+|inf.)=1, ali ima malu verovatnoc¢u od 0,2% za
pozitivni nalaz ako je testirana 0soba neinficirana: P(+|
=inf.)=0,002.

Ako dobijete pozitivan nalaz, sa kojim stepenom poverenja treba
da verujete da ste stvarno zarazeni? P(inf| +) = ?

(Tragicna) ironija je da Ce i lekari skoro uvek reci 99,8%, Sto je...

..POTPUNO POGRESNO!!! U gornjoj postavci nema dovoljno
Informacija da bi se smisleno odgovorilo na pitanje!

Moguca dodatna (“apriorna”) informacija: gde se vrsi testiranje?

Ako se testirate u Evropi, verovatnoca da ste zaraZeni 1ako imate
pozitivan nalaz je svega oko 33%!!!




OSTATAK PRICE

» Testiranje hipoteza — Bayesovski pristup
« Testiranje hipoteza — klasi¢ni (frekventisticki) pristup
«  Sta nije u redu sa klasi¢nim pristupom?

« Sta nije u redu sa Bayesovskim pristupom? (Doomsday Argument)




BAYES-OVO PRAVILO

p(d | h) p(h)

PE=S e e

h'eH




POREKLO BAYES-OVOG PRAVILA

« Jednostavna posledica koris¢enja verovatnoc¢a da bi se predstavio stepen
verovanja (poverenja)

e Zabilo koje dve slu¢ajne promenljive:

P(A&B)=p(A)p(B|A)

pP(A&B)=p(B)p(A|B)
p(A)p(B|A)

p(B) p(A|B) = p(A) p(B| A) | PAIB) = &)




GORNJI PRIMER AIDS TESTA

Bayes kaze:

P(+|inf)P(inf)

") B i PG PGP i)
“EvropskKi Nl B\ 103
orior™ P(inf) =1—-P(—inf) =10
Bayes racuna: P(inf |+) = I 5 (A 0,33

1.10°+0,002-(1-10°)

| pored pozitivnog ishoda na testu, I dalje imate razlog da
se kladite 2:1 da je u pitanju greska testa!




ZASTO PREDSTAVLJATI STEPEN POVERENJA
VEROVATNOCAMA?

 Dobra statistika!

e Konzistencija 1 greske u najgorem slucaju (worst-case
error).

« “Holandska knjiga” + prezivljavanje najsposobnijih
« Ako su vasa verovanja u raskoraku sa zakonima

verovatnoce, tada ¢e vas u kladenju uvek pobediti neko
C1ja su verovanja blize tim zakonima.

e Daje nam teoriju postepenog ucenja!

 Uobicajena procedura za kombinovanje prethodnog (a
priori) znanja sa novim iskustvima.




HIPOTEZE U BAJESOVSKOM ZAKLJUCIVANJU

« Hipoteze H se odnose na procese koji su mogli
generisati podatke D

* Bajesovsko zaklju€ivanje nam daje raspodelu
na prostoru tih hipoteza, uz dato D

* P(D|H) je verovatnoca da je D generisano
orocesom koji identifikuje H

e Hipoteze H su . Samo
jedan proces je mogao generisati D




PRIMER: BELGIJSKI EVRO

« Belgijski nov¢i¢ od 1€ bacen N = 250 puta dao je ishod “glava” X =
140 puta.
* “It looks very suspicious to me. If the coin were unbiased the chance

of getting a result as extreme as that would be less than 7%”
— Barry Blight, LSE (Guardian, 2002)




KLASICNO TESTIRANJE HIPOTEZA

Nulta hipoteza H, : 6 = 0.5 (“ispravan” nov¢ic)

U klasi¢noj analizi ne moramo da specifikujemo alternativne hipoteze, ali kasnije
¢emo koristiti H; : 6 = 0.5

Potrebno nam je pravilo odlucivanja koje mapira podatke D na par prihvatamo /
odbacujemo H,.

DefiniSimo skalarnu meru odstupanja od nulte hipoteze (“devijansu™) d(D) npr. y?




P-VREDNOSTI

* DefiniSimo p-vrednost na kriticnom pragu t kao

* Intuitivno, p-vrednost podataka je verovatnoca da se
dobiju rezultati ako
vazi H,

e Obic¢no biramo t tako da eventualno lazno odbacivanje
H, bude 1spod nivoa znacaja a = 0.05

P(RT‘HC%N) <



P-VREDNOST ZA EVRO

N = 250 ogleda, X=140 “glava”

P-vrednost je “ispod 7%”

pval = P(X > 140|HO, N)+P(X < 110|HO,N

Pval=(1-binocdf(139,n,0.5)) + binocdf(110,n,0.5)

Ako bi bilo N=250 1 X=141, pval = 0.0497, tako da mozemo odbaciti nultu
hipotezu na nivou znacaja 5%.

Ovo ne znaci da je P(H,|D)=0.07!




BAJESOVSKA ANALIZA BELGIJSKOG EVRA

 Pretpostavimo P(H,) = P(H;) = 0.5
* Nekaje P(p) ~ p* (1-p)* = Beta(a, o)

* Postavljanjem a = 1 dobijamo uniformni (neinformativni)
prior.

_ P(H1[D)  _ P(D|Hy) P(Hy)
P(Hg|D) P(D|Hg) P(Hp)

Z(op + Nppor + N 1y
Z(Oéh,()dt) 2




BAJESOVSKA ANALIZA (I1)
_ P(Hi|D) _

Ao o=1 i P(HLD) = 0-45
tako da je H, (“ispravan’) nesto verovatnije od H,
(“neispravan’).
Variraju¢i o preko velikog raspona, najbolje sto
mozemo da dobijemo je B=1.9, sto ne podrzava
hipotezu o neispravnosti novcical

Drugaciji priori daju slicne rezultate.




PRINCIP MAKSIMALNE ENTROPIJE

najopravdaniji model je onaj koji maksimalizuje
Senonovu (informacionu) entropiju H(p) = -  p; log p: za skup
hipoteza konzistentnih sa zadatim skupom podataka.

Informaciona entropija meri “neinformativnost” hipoteze; moze
varirati: 0 (potpuno informativna) < log n (potpuno
neinformativna).

“najjednostavnija” (= najmanje informativnal)
hipoteza konzistentna sa svim podacima!

Postoj1 nekoliko egzaktnih 1zvodenja koja su analogna izvodenju
Meksvel-Bolcmanove raspodele u klasi¢noj statistickoj mehanici.

“Sve treba da bude najjednostavnije moguce, ali ne vise
od toga!”




]

PROBLEM SA BAJESOM:
"ARGUMENT SUDNJEG DANA"

« Brandon Carter oko 1990; John Leslie 1992; Richard Gott 1996
* Ogled sa dva ¢upa

* Dva modela istorije CovecCanstva?

e Ukupan broj ljudi koji su Ziveli do danas je ~ 6 x 1019,

* Kolika je verovatnoca da imamo tako nizak rang pod
“optimisticCkom” hipotezom? O¢igledno mala = Sudnji dan je
blizul!

* Postoje razna resenja (recimo drugacija definicija individue), ali
nijedno nije definitivno — problem i dalje otvoren!




MALO BAJESOVSKOG HUMORA

« “A Bayesian iIs one who, vaguely expecting a
horse, and catching a glimpse of a donkey,
strongly believes he has seen a mule.”

{(YET ANOTHER) HISTORY OF LIFE AS WE KNOW IT...

HOHO HOHO HOHO HOHO HOMO
APRIORIUS PRAGHATICUS FREOUEHTISTUS SAPIENS BAYESIANIS




UMESTO ZAKLJUCKA...

e Verovatnoca je mnogo sloZenija stvar nego Sto se to ¢ini!

* Bajesovski pristup verovatnoci je plodotvorniji od
frekventistickog kad su prirodne nauke u pitanju.

* Bajes reprodukuje sam ljudski proces ucenja, tj.
. Radimo to Sto CesSce!
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